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Minkowskimetrik, Vektoren, Tensoren (in D = 3 + 1)

Einheitenwahl für die Lichtgeschwindigkeit:

c = 1 (1)

Metrik in Westküstenkonvention in karthesischen Koordinaten (µ, ν = 0, 1, 2, 3):

ηµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


µν

(2)

Infinitesimales Linienelement, allgemein und in karthesischen Koordinaten:

ds2 = ηµν dxµ dxν = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 (3)

Eigenzeit für zeitartige Intervalle (ds2 > 0):

dτ =
√
ηµν dxµ dxν = dt

√
1−

(dx

dt

)2
−
(dy

dt

)2
−
(dz

dt

)2
=

dt

γ
(4)

Der γ-Faktor ist also definiert wie folgt:

γ :=
[
1−

(dx

dt

)2
−
(dy

dt

)2
−
(dz

dt

)2]−1/2

=
1√

1− v2
(5)

wobei v2 das Betragsquadrat der 3-er Geschwindigkeit ist.
Lorentztensoren der Stufe (p, q) [Koordinatenbasis ∂µ und duale Basis dxµ]:

T (p, q) := T µ1µ2...µpν1ν2...νq dxν1 dxν2 . . . dxνq∂µ1∂µ2 . . . ∂µp (6)

Lorentztensoren (6) sind invariant unter Lorentztransformationen Λα
β (siehe nächste

Seite). Komponenten T µ1µ2...µpν1ν2...νq sind nicht invariant, sondern transformieren
unter Lorentztransformationen Λα

β wie folgt

T̃ µ̃1...µ̃p ν̃1...ν̃q = Λµ̃1
µ1 . . .Λ

µ̃p
µpΛν̃1

ν1 . . .Λν̃q
νqT µ1...µpν1...νq (7)

Spezialfall 1: (1,0)-Tensoren = 4er-Vektoren:

u = uµ∂µ ũµ̃ = Λµ̃
µu

µ (8)

Spezialfall 2: (0,1)-Tensoren = duale 4er-Vektoren:

w = wµ dxµ w̃µ̃ = Λµ̃
µwµ (9)

Spezialfall 3: Linienelement/Minkowskimetrik = symmetrischer (0,2)-Tensor

ds2 = ηµν dxµ dxν η̃µ̃ν̃ = Λµ̃
µΛν̃

νηµν (= ηµ̃ν̃ siehe nächste Seite) (10)

Spezialfall 4: Feldstärketensor = antisymmetrischer (0,2)-Tensor

F = Fµν dxµ dxν F̃µ̃ν̃ = Λµ̃
µΛν̃

νFµν (11)
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Lorentzgruppe (in D ≥ 1 + 1)

Lorentztrafos generiert durch Matrizen Λα
β; Spezialfall von Poincarétrafos =

invertierbare Koordinatentrafos x̄α = fα(xµ) die Linienelement invariant lassen:

(dx0)2 −
D−1∑
i=1

(dxi)2 = ηµν dxµ dxν
!

= ηαβ dx̄α dx̄β = ηαβ
∂fα

∂xµ
∂fβ

∂xν
dxµ dxν (12)

Differenzieren der Bedingung ηαβ
∂fα

∂xµ
∂fβ

∂xν
= ηµν ergibt ∂2fα

∂xµ∂xν
= 0. Daher:

fα(xµ) = Λα
µx

µ + pµ (13)

Inhomogener Anteil pµ: Translationen; homogener Anteil Λα
µ: Lorentztrafos.

Wegen (10) gilt: det Λ = ±1. Einschränkung auf det Λ = +1: “eigentliche
Lorentztrafos” (schliesst z.B. Raumspiegelung x1 → −x1 aus).

Eigentliche Lorentztrafos Λ bilden Gruppe

Λ ∈ SO(D − 1, 1) (14)

[mit Spiegelungen: O(D − 1, 1)]. Trafo der 00-Komponente liefert Ungleichung:

η00 = 1 = ηµνΛ
µ
0Λ

ν
0 =

(
Λ0

0

)2−D−1∑
i=1

(
Λi

0

)2 ⇒ Λ0
0 ≥ 1 oder Λ0

0 ≤ −1 (15)

Einschränkung auf mit Einheit stetig verbundenen Komponente: “orthochrone
eigentliche Lorentztrafos” (Λ0

0 ≥ 1). Kurze Sprechweise ab jetzt: “Lorentztrafo”.

Klassifikation orthochron nicht-orthochron
eigentlich Λ PTΛ
uneigentlich PΛ TΛ

Λ: Lorentztrafo; P : Raumspiegelung; T : Zeitspiegelung

Physik-Kommentar: Lorentzboosts alleine keine Gruppe (Thomaspräzession!);
Rotationen alleine eine Gruppe, SO(D − 1).

Infinitesimale Lorentztrafos Λα
β = δαβ+ 1

2
ωµν(L

µν)αβ+O(ω2) mit ωµν = −ωνµ
liefern Lie-Algebra so(D − 1, 1) für Generatoren Lµν ; Kommutatorrelationen:

[Lκλ, Lµν ] = ηλµLκν − ηλνLκµ − ηκµLλν + ηκνLλµ (16)

Darstellung der Generatoren als lineare homogene Differentialoperatoren erster
Ordnung:

Lµν =
(
xµηνλ − xνηµλ

)
∂λ (17)

[Lie-Klammer dieser Differentialoperatoren erfüllt Kommutatorrelationen (16).]
Spezialfälle: Rotationen Lij = −xi∂j +xj∂i; Boosts Li0 = xi∂t + t∂i (mit t = x0).
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