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Lorentzalgebra

Infinitesimale Lorentztrafos (kleines ω)

Λα
β = δαβ + ωαβ (1)

Invarianz der Minkowskimetrik impliziert Antisymmetrie, ωµν = −ωνµ:

ηµν = Λα
µΛβ

νηαβ =
(
δαµ + ωαµ

)(
δβν + ωβν

)
ηαβ = ηµν + ωµν + ωνµ +O(ω2) (2)

In D = 3 + 1 Dimensionen gilt

ωµν =


0 ω01 ω02 ω03

−ω01 0 ω12 ω13

−ω02 −ω12 0 ω23

−ω03 −ω13 −ω23 0


µν

=
∑
α<β

ωαβ
(
Lαβ

)
µν

(3)

mit den sechs antisymmetrischen Basismatrizen L01, L02, L03, L12, L13, L23

(
L01
)
µν

=


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


µν

. . .
(
L23
)
µν

=


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0


µν

(4)

die sich prägnant wie folgt definieren lassen:(
Lαβ

)
µν

= δαµδ
β
ν − δαν δβµ = −

(
Lβα

)
µν

= −
(
Lαβ

)
νµ

(5)

Daher gilt für infinitesimale Lorentztrafos

Λα
β = δαβ +

1

2
ωµν
(
Lµν
)α

β ⇔ Λ = 1l +
1

2
ωµνL

µν (6)

mit Lorentzparametern ωµν und Lorentzgeneratoren Lµν [in Matrixdarstellung
(4)]

Kommutatorrelationen der Lorentzgeneratoren:

[Lκλ, Lµν ] = ηλµLκν − ηλνLκµ − ηκµLλν + ηκνLλµ (7)

Verwenden im Weiteren Lµν mit gemischten Indizes, (Lµν)αβ = (Lµν)γβη
γα (Achtung:

Vorzeichenwechsel in räumlichen Komponenten!)
Boosts: Ki := L0i; Rotationen in drei Raumdimensionen: Li := 1

2
εijkL

jk

Kommutatorrelationen in D = 4 (letzter Kommutator ergibt Thomaspräzession):

[Li, Lj] = εijkLk [Li, Kj] = εijkKk [Ki, Kj] = −εijkLk (8)

komplexe Kombinationen: L±i := Li ± iKi [Anmerkung: im Komplexen gilt
so(3, 1) ' so(4) ' so(3)⊕ so(3)]:

[L±i , L
±
j ] = 2εijkL

±
k [L+

i , L
−
j ] = 0 (9)

Gruppe enthält mehr Information als Algebra; kann von Algebra den Teil
der Lorentzgruppe rekonstruieren der mit Einheit stetig verbunden ist (also die
eigentlichen, orthochronen Lorentztrafos); siehe Rückseite dieses fact sheet!
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Endliche Lorentztrafos (eigentlich, orthochron)

Definition der Exponenzialfunktion einer Matrix L:

eL := lim
n→∞

(
1l +

L

n

)n
=
∞∑
n=0

Ln

n!
(10)

Beispiel: Infinitesimale Rotationen um z-Achse (in D = 4):

Lz = Lxy =


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 (11)

Mache n infinitesimale Tranformationen jeweils mit Drehwinkel θ/n; Koordi-
natenvektor xµ (lassen t- und z-Komponente weg, da diese nicht transformieren)
transformiert wie folgt:(

x̃
ỹ

)
= lim

n→∞

(
1l +

θ

n
Lz

)n(x
y

)
= eθLz

(
x
y

)
(12)

Verwende L4n
z = 1l2×2, L

4n+1
z = Lz, L

4n+2
z = −1l2×2, L

4n+3
z = −Lz und Reihen-

darstellung von Winkelfunktionen (cos θ = 1− θ2

2!
+ . . . , sin θ = θ − θ3

3!
+ . . . ):

eθLz = 1l cos θ + Lz sin θ (13)

Zusammen mit dem xy-Teil von (11) ergibt (13) die übliche Drehmatrix für
endliche Drehwinkel θ

eθLz =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
(14)

Analoge Rechnung für Boosts in x-Richtung:

Kx = L0x =


0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (15)

Dieselbe Rechnung wie oben mit endlichem Boost-Parameter ξ (“Rapidität”) und
unter Verwendung von K2n

x = 1l2×2, K
2n+1
x = Kx ergibt für den relevanten tx-Teil

eξKx =

(
cosh ξ − sinh ξ
− sinh ξ cosh ξ

)
=

(
γ −βγ
−βγ γ

)
(16)

mit Definitionen γ := cosh ξ, β := tanh ξ, so dass gilt(
t̃
x̃

)
=

(
cosh ξ − sinh ξ
− sinh ξ cosh ξ

)(
t
x

)
:=

(
γ −βγ
−βγ γ

)(
t
x

)
(17)

“Geschwindigkeitsadditionstheorem” für Rapiditäten: ξ1 + ξ2 = ξ1+2

Allgemeine endliche Lorentztrafo (mit D(D− 1)/2 Parametern ωµν = −ωνµ):

Λ = e
1
2
ωµνLµν (18)

in D = 4 gilt: ω0i = ξi und ωij = εijkθk
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